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Dans tous ce chapitre, E désigne un espace affine euclidien orienté et 7 = {a, b] 
un intervalle compact de R. Le choix d’un repère orthonormal de E permet 
d’exhiber une bijection de Æ sur un espace vectoriel normé R” (où n € N*). 


1 Longueur d’un arc paramétré 


Une application continue 
fi TL — E 
t + f(t)=M(t) 
définit un arc paramétré continu que nous noterons y = (1, f). On rappelle 
qu'une subdivision de l'intervalle 7 = [a, b] est une suite finie o = (ti)ocien 
telle que 
to = À < bi <a <'ly1 tn = b: 


Définition 1 Soit + — (1, f) un arc paramétré continu. Si a = (tijocien est 
une subdivision de I = [a,b], on appelle longueur de la ligne polygonale 
(M (ti))ocien le réel positif 


Lo (7) = DM (i-1) M (ti) = ÿ fi) — f (ti-1)1| 
i=1 i=1 


La longueur de l’arc 7 est 1(7) = Sup{t, (+) / « subdivision de T} ER. 
On dit que l’arc y est rectifiable si l(}) € R. 
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Il ne faut pas confondre la longueur de l'arc 7 et la longueur du support 7 (7) 
de cet arc. 

Ainsi, le segment [a,b] peut être paramétré soit par 71 (€) = (1—t)a + tb 
avec t € [0,1], soit par y1(t) — (1— +?) a + tb avec t € [—1,1], et l’on a 
(42) = 2d(a,b) = 21(y,). On montre facilement le 


Théorème 1 Soit y = (1,f) un arc continu, avec I = [a, b]. 


1) Si y est un sous-arc de y, alors (y) <1(7). 


2) Sic € [ab], y1 = ([a, c] 1 ll) et y» — (le b] ee alors (y) =1(y1) + 
{(y2). En particulier + est rectifiable si et seulement si y, et y2 le sont. 


Définition 2 Soient o = (tihoc;e, et 0 = (tijoc;e, deux subdivisions de 
I ={a,b]. On dit que la subdivision o' est plus fine que la subdivision ©, et 
l’on note o' < ©, si tout point t; de o est aussi un point t! de o’. 


On vérifie facilement que < est une relation d’ordre dans l’ensemble des subdi- 
visions de 1. Si « et o’/ sont deux subdivisions de 1, on notera a U a’ la subdi- 
vision de 7 obtenue en prenant tous les points t; et t! des deux subdivisions o 
et a’. Plus généralement, si © est une subdivision de I et si {c1,.….,cx} € 1, 
on notera o U {c1,..…,cx} la subdivision de 7 formée des points t; de o et des 
points C1,..…., Ck. 


Définition 3 Le pas de la subdivision o = (t)5<;<, de I est 
pe) = es Gi ti). 
Lemme 1 1) Si o' est plus fine que ©, alors L, (7) < lo (7). 
2) Si o'=oUf{c,.…,cu} et sie € R*, alors il existe n € RŸ tel que 
p(o)<n= lo (1) < lo (y) +2ke. 


Preuve : 1) Il suffit de vérifier l'inégalité quand o’ = &oU{c}. Soient © = (t;) 
etin telque 1 <c<t,. Ona 


lot (9) — le (7) = Fi) — Fo) +17 Co — Fi) — NF CG) — f Gi) 2 0 
d'où 4 (y) < lo (y). L’inégalité précédente entraîne aussi 
lot (1) < lo (7) + NF Gi) — Fo) +17 (0 — fi). © 


2) La fonction f est continue sur le compact [a, b], donc uniformément con- 
tinue sur ce compact, et 


Ve>0 n>0 z-y <n—|f(x)—- f(yl<e. 


L'inégalité (x) montre alors que luge (7) < (7) + 2€ dès que p(o) < . En 
réitérant k fois, on obtient bien {4 (7) < K (y) +2ke. 


Théorème 2 On a l(7) = lim,()_o lo (7) de sorte que la longueur d'un arc 
puisse être définie par cette formule. 


Preuve : Par définition / (y) = Sup{ (7). 
e Si y est rectifiable, c’est-à-dire si { (7) € R, alors 
Ve=0 = lasse L(y) —Ee < lé (y) <1(7). 
Le Lemme précédent montre que pour tout &’ € R*., il existe 7 € RŸ tel que 
P(o) <n = louo! (9) £ lo (7) +2(k—1)€. 


En choisissant €’ = €/2(k — 1) on peut donc affirmer l'existence de 7 € R“ tel 
que 


po) <n=1l(r)—E < lo (7) < los (1) < l (7) +€ 
soit 
p(o)<n=l(y) —-2e < (7) <1(7) 
et le Théorème est démontré. 


e Sil(y) = +00, on adapte la solution ci-dessus. Maintenant 


VAO0 6 — os A < Li (y) 


et pour tout €’ € R*, il existe 7 € R* tel que 
p(o) <n = lue! (9) £ lo (9) +2(k— 1) €’. 
En prenant € — A/4(k — 1), on obtient 


À A 
P()<n=A< lo (7) lou M EL ()+5 +3 <l 0) 


et cela prouve que { (7) = lim,(5)_0 lo (7). 1 


Remarque : Le lecteur aura sans doute remarqué que la définition de la 
limite lim, ()_0 lo (7) est à priori bancale puisque {, (7) est une fonction de o, 
et non de p(o), et puisque l’ensemble des subdivisions de 1 n’est pas structuré 
en espace topologique ! 

On peut néanmoins donner un sens à l’écriture lim,()_o lo (7) = l(7) en 
disant qu'il s’agit d’une limite suivant une base de filtre. Cela revient alors à 
écrire lim,(5)_0 do (7) = { (7) si et seulement si 


Ve>0 n>0 p(o)<n=llï(y)-l(y)<e. 


Soit S l’ensemble des subdivisions © de 1. Dans notre cas, la base de filtre B 
de S est formée des parties U, de S définies par U, = {o € S/p(o) < n}, et 
la fonction @ : o + |, (y) admet le nombre ! (y) pour limite suivant la base de 
filtre B. Le lecteur intéressé pourra se référer au [1] 82.2.5. 


Théorème 3 Tout arc y de classe C est rectifiable, de longueur 
b 
= [1 OI dr 
Preuve : Soit € > 0 donné. On a 
b 
1) ff OI <A+B+C 


avec 


A ={(7)— D I (6) =) 


ri 


B = 2 HOSTILE) br) 


he : LA Ge Ge = #1) — JP OI dt 


Comme lim,(5)-0 D521 |f (ti) — f (i-1)|| = 1 (7), il existe m > 0 tel que À < € 
dès que p(o) < 1. Par ailleurs, la fonction || f’|| est continue donc intégrable 
sur J et son intégrale est limite des sommes de Riemann, soit 


n b 
POUCES AAC 


Cela signifie qu'il existe 7 > 0 tel que © < € dès que p(o) < m2. Il reste à 
majorer B. L’inégalité triangulaire permet d'écrire 


B'< ss [ILE Gi) — F (i-2)1l — | Pi) | Ci — ti) 
i=1 
£ ÿ lÉG)= fu) = Pat = 6251); 
i=1 


n t; 

B<y|f f@-f(&nà 
i=1 ti 

La fonction f’ est continue sur [a, b] par hypothèse, donc uniformément continu 

sur cet intervalle. Il existera 73 > 0 tel que || f’(t) — f'(t;_1)|| < € dès que 

p(o) < m3, et l’on aura dans ce cas 


Finalement, 


b 
po) < Mb)» ln [If al <2e+e0- 0) 


et le Théorème est démontré. 5 


2 Abscisse curviligne 


2.1 Définition et existence 


Supposons que 7 = (1, f) soit un arc de classe Cf, avec 1 = [a,b]. La fonction 


si T — KR 
t + st) =, If" (u)l| du 
est croissante, dérivable sur J de dérivée s’ (t) = ||f’(t)|. Si l’on suppose en 


outre l’arc 7 régulier, c’est-à-dire sans point stationnaire (ce que l’on traduit 
par f’(t) £ 0 pour tout t € I), alors 5’ ne s’annule jamais et s est strictement 
croissante. 
Le Théorème classique concernant la fonction réciproque d’une fonction con- 
tinue (resp. dérivable) strictement monotone définie sur un intervalle de R et 
à valeurs dans R montre que : 

- J = f(T) est un intervalle, 

- Il existe une application réciproque o = s-! de s de J dans 1, de 


classe C1 avec . 


s'(o(u)) 
On s'intéresse alors au paramétrage g = f o o de 7 rendant le diagramme 
ci-dessous commutatif 


VuelI o'(u) = 


Supp (y) 
f 7 A 
I = J 


où Supp (y) = f (1) désigne le support de +. Intuitivement, ce paramétrage 
est construit de sorte que, à toute valeur u € J, on fasse correspondre un point 
M (u) = f o o (u) situé à la distance curviligne” w du point M (uo) = f (to). 
On a 


dg _ df dpt 1 _ f'(6) 
ds dtds * ‘ds |fŒI 
dt 


de sorte que le vecteur g/(s) soit toujours un vecteur directeur unitaire de la 
tangente à y au point M (s). 


Définition 4 Soit y = (1,f) un arc rectifiable. Une abscisse curviligne 
de 7 est une application s : I — R telle que 


VUEI |s(#)-s(t)] =1(11,) 


où vi s désigne l’arc obtenu par restriction de f à l'intervalle d’extrémités t 
Et 


Théorème 4 Si 7 est de classe C}, l'application 


- [w (u)|| du 


précédemment définie est une abscisse curviligne de 7. 


Preuve : Sit<t',s(t)—s( = ff If" Cu u)|] du = (rl). = 


Si l'arc + = (1, f) est seulement continu et rectifiable, l’application définie par 
tr 107) si to <tettr Uni) si t < to, est une abscisse curviligne 
de y. On peut montrer que cette application est croissante et continue (voir 
HI VAE). 


L'étude de la réciproque du Théorème 4 nous montre qu'il existe en fait "assez 
peu" d’abscisses curvilignes, ce que confirme notre intuition. Ainsi : 


Théorème 5 Soit y — (1,f) un arc régulier de classe CT. Une application 
s:1 —R est une abscisse curviligne de 7 si et seulement si il existe & = +1 
tel que 


vter s(t)=elf'(t|, 


ce qui revient à affirmer l'existence d’une constante c telle que 
t 
“el s@=e | | f' (u)|] du + e: 
to 


Preuve : (=) s(t)=Ee L If’ (u)|| du + c entraîne 


(9 soi | Gala 


= UK). 
(=) De 


Ver |s@—s(t0)l = 4(,,) =| [ur | f' Cu) du 
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on déduit 


t 
HET -MD-ctie sf | f" (u)|] du. 
to 
Notons so (t) = de If’ (u)|| du. L'application s0 est une abscisse curviligne et 


VEeT s(t)—s(to) = +so(t). 


S'il existait {’ Z {” tels que 


{ s(#) — s (to) = so (#') 
8 (t") — 5 (to) = —s0 (t”) 


on aurait I(yÉ mi= 6e) == les), done 
180 (#°) — 50 (€)] = so (€) + s0 (#”)|, 
et nécessairement 59 (4) = 0 ou so (t”) = 0, autrement dit # = to ou t{” = to. 


On peut donc affirmer qu’il existe € = +1 tel que 8 (€) — s (to) = €so (t) pour 
tout {€ I, et dans ce cas s/(t) = es (t) = ef" (t)|. m 


2.2 Paramétrage normal 


Pour simplifier, appelons courbe 7 le support Supp = f (1) de l’arc paramé- 
tré y = (1, f), et disons que (1, f) est un paramétrage de la courbe +. Avec 
cette convention 


Définition 5 Un paramétrage (J, g) de la courbe y continue et rectifiable est 
dit normal si |Ÿ —t| = 1(3},,) pour tous t,t' € J. Cela revient à dire que Idy 
est une abscisse curviligne de y = (J, g). 

Théorème 6 Si — (1, f) est un arc régulier de classe C!, et si a représente 
la fonction réciproque de l’abscisse curviligne s (t) — de If" (u)|| du définie au 


paragraphe précédent, alors g = f o o& est un paramétrage normal de 7. 


Preuve : Comme f = gos, 


nl I" (u)] du “| lg’ (s (u))|] s' (u) du 


fa cor 
s(t) 


18 (€) — s (6) 


= os) M 


Théorème 7 Un arc y = (I, f) de classe C! admet un paramétrage normal 
si, et seulement si, il est régulier. De plus le paramétrage (J, g) de 7 est normal 
si, et seulement si, ||g' (s)|| = 1 pour tout s € J. 


Preuve : La seconde partie du Théorème provient des équivalences 


(J, g) paramétrage normal < dy est une abscisse curviligne de 7 = (J, g) 
> d=+1 Vsel (Id) (s)=1=Ee|g(s)| 
& VseJ |g'(s)] =1. 


Pour vérifier la première partie du théorème, on remarque que si (7, f) est 
un paramétrage régulier de +, le Théorème 6 exhibe un paramétrage normal 
de 7. Réciproquement, s’il existe un paramétrage normal (J,g) de 7, alors 
119 (s)1| = 1 £ 0 pour tout s, et (J,g) est un paramétrage régulier. 
Définition 6 Si 

g: J — E 

s + g(s)=5s() 

est un paramétrage normal de y, on fera l’abus d'appeler abscisse curviligne 
de ” la variable s de g. 


3 Courbes dans l’espace 


Dans cette section + — (1, f) désigne un arc paramétré de classe CŸ dans 
l’espace affine euclidien orienté E23 de dimension 3. On rappelle qu’un point 
M = f(t) de 7 est dit birégulier si le système (f”’(t),f” (t)) est libre. Un 
arc 7 est dit birégulier si chacun de ses points est birégulier. Si M est un 
point birégulier de 7, on dispose en ce point M : 

x d’une tangente dirigée par f’(t), 

x d’un plan osculateur : c’est le plan M + Vect(f’(t),f”(t)), 

x d’un plan rectifiant : c’est le plan M + Vect (f” (€), f'(t) A f”(#)). 
On admettra que ces définitions sont attachées à la courbe 7 et ne dépendent 
pas du choix de la paramétrisation birégulière (voir [1]), et dans la suite, on 
supposera que l’arc 7 est birégulier. 


3.1 Repère de Frénet 


Le Théorème 7 montre l’existence d’un paramétrage normal g : J — E3 de 7, 
par exemple g = foa où © est la fonction réciproque de s (t) = je If’ (u)|| du. 
Dans ce cas s représente l’abscisse curviligne associée à ce paramétrage, et 


VseJ Àg'(s)] =1. 


En dérivant le carré ||g’ (s)|? = 1, on obtient 
VseJ g'(s).g”’(s) =0. 


On définit alors les vecteurs unitaires suivants : le vecteur 7 (s) = g/(s) qui 
dirige la tangente à +, puis le vecteur v(s) = g”(s)/||g”’(s)|| qui dirige la 
normale principale à + en M, et enfin le vecteur B(s) = Tr (s) Av (s) qui dirige 
la binormale à y en M. Avec ces notations (M,T(s),v(s))et (M,T(s),B(s)) 
sont des repères orthonormaux respectifs du plan osculateur, et du plan recti- 
fiant en M. 


Définition 7 Le repère orthonormal direct (M,T(s),1v(s),B(s)) est appelé 
repère de Frénet en M de l'arc 7. 


binormale 


normale 
principale 


tangente 


3.2 Formules de Frénet 


On a r'(s) = g'(s) = ||g'(s)|v (s). La courbure de + au point M (s) est, 
par définition, le réel positif c = c(s) = |g”(s)|. Comme g/(s) est unitaire, 
la courbure c(s) mesure ”la vitesse de rotation” du point M (s) et rend ainsi 
compte de la ”courbure” de la trajectoire. On obtient la première formule de 
Frénet 


A = 
FE — CV. 


On a 


Ainsi 8’ (s) est orthogonal à 7 (s) et à (s) (en effet, comme f(s) est unitaire 
il suffit de dériver ||B(s)|? = 1 pour obtenir B/(s).B(s) = 0). Il existe par 
conséquent une constante T°, appelée torsion de + au point MW, telle que 


Enfin 


H=pAr = V=PATEOAT 
> W=TuAT+BAc 
> W=-TB-0cr 


nous donne la troisième formule de Frénet : 


a ==$r=Tp: 


Si la courbure c de 7 n’est pas nulle au point M, le rayon de courbure en M 
est, par définition, le nombre positif R — 1/c, et le centre de courbure en M 


est le point C défini par MC = Rr. L’inverse 1/T de la torsion est appelé 
rayon de torsion. 


3.3 Calculs pratiques 


Les calculs suivants montrent qu’il est possible d'obtenir le repère de Frénet, la 
courbure et la torsion en un point birégulier sans avoir à expliciter un paramé- 
trage normal de la courbe. Soit + = (1, f) un arc de classe C* birégulier. 
Choisissons l’abscisse curviligne s(t) — fe If’ (u)||du et notons g = foa 
le paramétrage normal associé. On rappelle que o = sl et f = gos. De 
s'(t) = If" (6) et F6) = g'(s) s’ (6) on déduit 


= 6 
Some À 


puis f"(t) = g'(s) (s!(#)) + g'(s).s/ (#). Ainsi 


= FE g (Ag (3). 


Comme ||g' (s)|| = 1, la courbure s’écrit c = ||g” (s)|| = ||g' (s) À g” (s)||, et l’on 


obtient 
e=WFPOAFEOI 
EXO 
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(2) 


Par ailleurs, (+) entraîne aussi 


Lo cytor SO L FONE | FOAPE 
BETA OA TON © L'OPle OI à 1 On FOI 


soit 
P'OAS"(E 
FOorroOr Ÿ 


Comme la base (7, v, 5) est ortohnormale directe, on aura aussi 


B = 


H=DA\r. (d) 
Il ne reste plus qu’à exprimer la torsion en fonction de f. On a 


"= 9") (#@) +9" (9) 2/08" +9" (8) s Ds" (0 
+g (8)s" (0 s" (® 


donc 


LE to: f" (4), aa (#)] _ [g!s’, gs"? rs g's", g"'s/3] 
_ is! + g"s"] 
86 [g/, gl !.g"] 


re A Le'g”,9"1. Ce) 


Evaluons le déterminant {[g/, g/”, g]. 


g' T g" CU a" Cv + cv —= dv+c(-cr —TB) _ —2r + du cTB 


entraîne 


Lg 9") = (@'Ad"):g" 
— (rc) ). (— Cr + cv — cTB) 
— (rAcv).(-cTB)=-ÀT. (+xx*x) 


Les relations (++), (++ *) et (2) nous donnent alors 


FROIRA ROP AU MU) 


il 
pe 7 : 1 
RS TENTE LPO 


soit _{'@,#"@,f" 0) 
| ==. (5) 
FAO) 
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4 Courbes planes 


4.1 Repère de Frénet 


Ici + = (1,f) est un arc paramétré birégulier de classe C? du plan affine 
euclidien orienté Æ2, et g : J — F3 est un paramétrage normal de +. Le 
vecteur 7 (s) = g'(s) est unitaire et dirige la tangente à + en Ms). Par 
définition, le vecteur unitaire de la normale orientée est le vecteur unitaire 
directement orthogonal à Tr (s). On peut écrire v(s) = k AT(s) où k est le 
vecteur unitaire directement orthogonal au plan E2 considéré comme plongé 
dans l’espace E3. On a 


dT D On 2. 7 
7 (s) et = k Ad (s)e 


normale 


orientée 
tangente 


Comme ||g'(s)|| = 1 pour tout s, le vecteur g”(s) est colinéaire à z et l’on 
peut poser 


Définition 8 Le réel c(s) tel que g'(s) = c(s)v(s) s'appelle la courbure 
algébrique de y en Ms). Si c(s) Z 0, on définit le rayon de courbure 
algébrique R(s) = 1/c(s) de y en M(s). Enfin, la courbure (resp. le rayon 
de courbure) de 7 en Ms) est la valeur absolue de la courbure algébrique 
(resp. du rayon de courbure algébrique) de y en M (s). 


Dans le cas des courbes planes on s'intéresse essentiellement à la courbure 
algébrique. Comme g”(s) = c(s)r(s), on trouve 


d 
= kAg'(s)=ckAv= cr 


et l’on a prouvé le 


Théorème 8 {Formules de Frénet) 
On a les mêmes formules que dans le cas de la dimension 3 mais avec une 
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torsion T' nulle, à savoir : 


“ee cv et + —CT 
ds ds | 
4.2 Calculs pratiques 


Exprimons les vecteurs 7 et 7 ainsi que la courbure algébrique € en fonction 
de f, f'et f”. On a f = gos, donc f’(t) = g'(s) s’(t), et cela permet d'écrire 


_J() _ ft 


T(s) = g'(s) = = 0 
s() If 
et 
D=RkA\T (2) 
En effet 5 (t) — ||f’ (t)|] si l’on choisit l’abscisse curviligne 


s (1) = | f' (u)]| du, 


ce qui est toujours possible. Comme f” (4) = g"(s).(s/ (4)? + g!(s).s"” (t), on 
trouve 


LP, 8 = [g's',g".8?7] = [PO [o,91 = Of r.e1= cf Of 


donc p 7 
ro 


4.3 Utilisation de l’angle polaire 0 (t) — Cr, (6) 
Posons f (t) = (x(t),y(t)) et supposons toujours f de classe C?. On a 
FE = a (6) à +9 (6) 7 = ||f' (| (cos0 (t) à +sin0 (6 5) 
donc 
x (t) = s'(t) cos 4 (t) (1) 
y'(t) = s'(t)sin0 (+). 


On admet que la fonction t + 0 (t) est de classe C? (cf. Théorème de relève- 
ment, [1] V.1.4.1.2), de sorte que l’on puisse dériver ces relations par rapport 
à &. On obtient 


x!" = 5! cos 0 — s'/0! sin 0 
y" = s!'sin 0 + s/0/ cos 0. 
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n éliminant s”, on trouve 
En él és", on t 


I! | LEE la! 
y cosû — x sin0 = s0 


1 ! ! Lo plloil 
ph (Éd) 


s! s! s/2 
Notons © : J — I la fonction réciproque de l’abscisse curviligne s : 1 — J. 
Ona4(t)=@o0t(s) et 

dû : d0 dt : Q' : z'y" — x" y! : LP] : 

ds das # 8 | 


La dérivée dû/ds est donc égale à la courbure algébrique de + en Ms). Si 
l’on paramétrise la courbe 7 grâce à 0, on obtient 


df _ df ds 


LL IS I (9 
d0 ds dû C 


— RT(s) 
et la formule f’(8) = R(8)r(8), où 7 (4) désigne le vecteur unitaire de la 
tangente orientée à 7 au point f (0) et où R (0) désigne le rayon de courbure 


de 7 en ce point. C’est cette formule qui est rappelée dans le préambule de la 
deuxième composition de l’agrégation interne 1995. 


AA Centre de courbure 


Définition 9 Le centre de courbure de + en M(s) est le point C situé sur 
la normale à + en M(s) à une distance égale au rayon de courbure |R| et du 
même côté que la courbe par rapport à sa tangente (i.e. du même côté que 


FC). 


Théorème 9 Le centre de courbure C est défini par MC = Rv où R est le 
rayon de courbure algébrique en M (s). 


_— — 
Preuve : On a MC =E|R|r avec € = +1 et MC.f"(t) > 0. Cette dernière 
condition équivaut à 


1 y T 
Re Oz0 & ef 7 (5, )20 
ae |R| (x/y/ ” ya!) > 0 


Comme 


! 3 
r_1_ WE 


C ÉE pl 


14 


on aura € |R| X R>0, soit e|R| = R. 


Cherchons maintenant les coordonnées (X, Y) du centre de courbure C. On a 


= JE 1 Li 
TTC = 7e LU T) 
—_ — 
PERTE NE +25) 
—— 
et MC = Ry, et après calcul, 
: y'.(x2+y2) 
D 
z' (x +y 
PEUT peyer 


Théorème 10 Soient y un arc birégulier admettant une courbure non nulle 
au voisinage d’un de ses points Mo. Le centre de courbure de 7 en Mo de 
paramètre 50 est la limite du point U d'’intersection de la normale à + en M 
et de la normale à + en M (s) lorsque s tend vers so. 


Preuve : Notons g une paramétrisation normale de , et 


le point de paramètre s de +. Le centre de courbure C en Mo = M (so) est le 
——> 

point C défini par MC = (1/c(s0)) 7. Au point de paramètre s, le vecteur 

tangent 7 = (p/(s),’ (s)) est de norme 1 et 7 = (—-#'(s),4/(s)). On a 


_ =é(s)7 soi ( . _ ) = c(s) ( r. ) (+) 


Lee \, 1 f-W (80) \ L { (0) - 45 
c= (re + ( p' (50) )-( : 


Les coordonnées du point U sont les solutions du système 


{ g’ (80) (x — & (s0)) + Ÿ’ (80) (y — Ÿ (s0)) = 0 
g'(s)(x—v(s)) +4 (s) (y —v(s)) = 0 


donc 


ou encore 


{ p' (50) x + Ÿ’ (so) y = &/ (50) p (50) + Ÿ’ (so) Ÿ (50) 
pg'(s)x+v'(s)y = v( : 


Il suffit de vérifier que les coordonnées de U tendent vers celles de C' pour 
conclure. Faisons la vérification pour l’abscisse seulement. L’abscisse de U est 


: Ÿ' (s) [g’ (so) & (so) + D’ (80) D (s0)] — D’ (s0) [£’ (s)& (5) +’ (s) Ÿ (s)] 
g' (so) D’ (s) — w/ (s) Ÿ’ (so) 


= p(#)- co 
où 
à d (s)W (so) = (so) #(s) 
p(so)g'(s) + (s)d (so) — (s)w'(s) — D (s)d'(s) 
g' (80) #'(s)=w"(s0) — (80) g'(s)=6"(s0) 
pr y (5 00 | 

En passant à la limite et compte tenu de || || = 1 et de (x), on obtient 
ls À = g’ (so) L” (so) — Ÿ’ (50) ” (so) 1 " Lol 11 
Jim PTE TPS g (so) Ÿ (so) — Ÿ (so) (s0) 


= g(w)-d(d)=c 
Remarque : Considérons la paramétrisation 
fb=().y() = (rcost,rsim2) 
du cercle + de centre © et de rayon r. L’angle polaire vaut 


(= CE, FE) =t+T 


et la courbure du cercle sera 


_d® di 1 1 
ds dt ds If) 7 
dt 


La courbure d’un cercle est donc égale à l’inverse de son rayon, et le rayon de 
courbure d’un cercle est constant et égal à son rayon. C’est plutôt rassurant. 
La courbure d’un cercle est d’autant plus grande que son rayon est petit et 
cela correspond bien à l'intuition que l’on peut avoir de la courbure d’un arc 
paramétré, et justifie d’avoir posé c = 1/r. 

On vérifiera par ailleurs que le centre de coubure du cercle coïncide avec son 
centre. Enfin si l’on paramètre 7 dans l’autre sens en posant 


f(t) = (rcos(—-t) ,rsin(—-t)), 


on trouve € — —1/r comme courbure algébrique, mais toujours 1/r comme 
courbure géométrique, et toujours le même centre de coubure. 
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4.5  Développée 


Si la courbure c(t) ne s’annule jamais, le centre de courbure C'(t) est toujours 
défini. L’arc paramétré l' = (1,h) avec 


h: I — FE 
t + C(i) 


est constitué de tous les centres de courbure de +. C’est par définition la 
développée de 7. On à vu que 
est: . x? + y? 


Y =y+ alu 4 z'yl — y'a" 


Comme ! ! 1 4 
1 le _fT-yu-yu 
no=(r )-(rr 

on obtient 
| 

R'ÉAv()= —— ty TA x =) 
Fo | à ; 
puisque 
X!x! + Y'y! = Ce …. y'u . y'u!) x’ + (y! + au + pu) y! 


x? de y? Je 7 (y'x" _ y) _ 0. 
En conclusion : 


Théorème 11 La tangente en C' à la développée T de y coïncide avec la 
normale en M à 7. 


Définition 10 Si L' est la développée de y, on dit que 7 est la développante 
de T. 
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